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摘 　要 :讨论Lψ空间中 K- 泛函与光滑模的等价性 ,得到了Lψ空间中的函数及其导数对应的 K-
泛函与光滑模之间的等价性定理 ,推广了文[2 ]的结果。
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1 　引言与主要结果
L
ψ空间是一个与 L p 空间有关的新型函数空间 ,它的定义如下 (见文[1 ]) :




ψ( t) dt = 1 ,对于 f ∈∩
p ≥1
L p ,置 ‖f ‖ψ : =∫
∞
1
ψ( t) ‖f ‖tdt ,定义
L
ψ( X) : = f : f ∈∩
p ≥1
L p , ‖f ‖ψ < + ∞
由[1 ] 知 ‖·‖ψ是一个范数 ,且 L
ψ( X) 是 B anach 空间。
设 r = 0 ,1 ,2 , ⋯, 　v = 0 ,1 , ⋯, r , 　t > 0 , X = [ a , b ] ( a < b) ,记 :
L
ψ, r ( X) : = f ( x) : f
( r- 1) ( x) 在 X 上绝对连续 , f ( r) ( x) ∈Lψ( X) . 对于 f ∈Lψ, r ( X) ,定
义范数 ‖f ‖v ,ψ和 k - 泛函 Kr
v ( f , t)ψ如下 :
‖f ‖v ,ψ : = ∑
υ
i = 0
t i ‖f ( i) ‖ψ( X)
K
υ
r ( f , t)ψ = inf ‖f - g ‖ν,ψ + t
r ‖g ( r) ‖ν,ψ : g ∈L
ψ, r+ν( X)
对于 f ∈Lψ( X) ,定义它在 Lψ空间中的 r 阶光滑模为 :
ωr ( f , t)ψ : = sup
0 ≤h ≤t
‖△hr ( f ·) ) ‖ψ( Xrh)
其中 Xrh =〔a , b - rh〕, △
h
r ( f , t) = ∑
r
i = 0
( - 1) r- i (
r
i
) f ( x + ih) ,由文[2 ] ,ωr ( f , t)ψ具有如下性
质
·9·
　　( i)ωr ( f , t)ψ是 t 的单调非减函数 ,且 lim
t →0+
ωr ( f , t)ψ = 0.
( ii) 　对于实数λ,有ωr ( f ,λt)ψ ≤ (λ+ 1)
rωr ( f , t)ψ;当λ是自然数时 ,有ωr ( f ,λt)ψ ≤
λrωr ( f , t)ψ.
( iii) 　若 f ∈Lψ, n ( X) ,则ωr+ n ( f , t)ψ ≤ t
nωr ( f
( n) , t)ψ.
( iv) 　ωr ( f + g , t)ψ ≤ωr ( f , t)ψ + ωr ( g , t)ψ
( v) 　ωk ( f , t)ψ ≤2
k - jωj ( f , t)ψ , 　　( j ≤ k)
利用 k - 泛函与光滑模的关系来刻划各种函数的光滑模表示的逼近阶是逼近论中的一个
常用方法 ,作者在文[2 ] 中建立了如下定理 :
定理 A 　设 X = [ a , b ] 　( a < b) ,对于 f ( x) ∈Lψ( X) ,0 < t ≤b - a
r
,存在仅依赖于 r ,
a , b 的常数 C1 , C2 使
C1ωr ( f , t)ψ ≤ Kr ( f , t)ψ ≤ C2ωr ( f , t)ψ
本文将得到如下等价性定理 :






, t)ψ ≤ K
ν




其中 C1 , C2 是仅与 r , a , b 有关的常数.
注 　在上述定理中 ,取ν= 0便是定理 A 的结果 ,因此它是文[2 ] 中结果的推广。这一结果
为我们讨论 Lψ( X) 中的函数及其导数的同时逼近问题提供了一个有力工具。关于同时逼近问
题 ,我们将在另文中予以研究。
2 　定理的证明
2. 1 　下方估计 : C1 t
νωr-ν( f
(ν)
, t)ψ ≤ K
ν
r ( f , t)ψ




, t)ψ ≤ωr-ν( f
(ν)
- g , t)ψ +ωr-ν( g , t)ψ
　　　　 ≤2 r-νω0 ( f
(ν)
- g , t)ψ + t
r-νω0 ( g
( r-ν) , t)ψ
　　　　 ≤ C( ‖f (ν) - g ‖ψ + tr-
ν‖g ( r-ν) ‖ψ)
由 g 的任意性推出
　　　　　　C1 t
νωr-ν( f (ν) , t)ψ ≤ t
rK0r-ν( f (ν) , t)ψ　　　　　　　　　　　　　　 (1)




( i) , t)ψ = inf ‖f
( i) - g ‖ν- i ,ψ + t
r- i ‖g ( r- i) ‖v - i ,ψ : g ∈L
ψ, r+ν- 2 i ( X)
≥ inf t ‖f ( i +1) - g′‖ν- i - 1 ,ψ + t
r- i ‖g ( r- i) ‖v - i - 1 ,ψ : g ∈L
ψ, r+ν- 2 i ( X)
≥ t ·inf ‖f ( i +1) - h ‖ν- i - 1 ,ψ + t
r- i - 1 ‖h ( r- i - 1) ‖v - i - 1 ,ψ : h ∈L
ψ, r+ν- 2 i - 2 ( X)
= t ·K
ν- i - 1
r- i - 1　　( f
( i +1) , t)ψ




, t)ψ ≤ K
ν
r ( f , t)ψ






引理 1[3 ] 　设[ a , b ] < [ c , d ] ,1 ≤p < ∞, r是自然数 , f ( x) ∈L p[ a , b ] ,则 f ( x) 可从[ a ,
b ] 光滑延拓到[ c , d ]. 若 f 0 ( x) 表示 f ( x) 的延拓函数 ,则 f 0 ( x) ∈L p[ c , d ] ,且 ‖f 0 ‖p[ c , d ] ≤
C ( r , a , b , c , d) ‖f ‖p[ a , b ] .
若 f
( r) ( x) ∈L p[ a , b ] ,则 f
( r)
0 ( x) ∈L p[ c , d ] ,且对于 i = 1 ,2 , ⋯, r 有 ‖f 0
( i) ‖p[ c , d ] ≤
C ( r , a , b , c , d) ‖f ( i) ‖p[ a , b ] . 其中 C ( r , ⋯) 表示仅与括号中字母有关的常数 ,在不同的行可
代表不同的值 ,下文也是如此。
引理 2[2 ] 　设 f ( x) ∈Lψ( X) ,若 f ( x) 具有 r 阶导数 ,且 f ( r) ( x) ∈Lψ( X) ,则
‖f ( i) ‖ψ ≤ C ( r , a , b) ( ‖f ‖ψ + ‖f
( r) ‖ψ)
其中 i = 1 ,2 , ⋯, r - 1 , X = [ a , b ].
当 r = 0时 ,上方估计显然成立。下面总假定 r ≥1 , f ∈Lψ, r ( X) . 先考虑 0 < r ≤b - a
4 r2
的
情形 ,令 X0 = [ a , a +
3 ( b - a)
4
] , X1 = [ a +
b - a
4




3 ( b - a)
4
].







( - 1) r+1 △u1 + ⋯+ urr ( f , x) du1 ⋯dur , x ∈ X0 ,













r ( f , x) du1 ⋯dur , x ∈ X1 .
对于 i = 0 ,1 , ⋯ν,由广义 Minkowski 不等式有
‖f ( i) - g0










△u1 + ⋯+ urr ( f










‖△u1 + ⋯+ urr ( f




‖f ( i) - g0
( i) ‖ψ( X0) =∫
∞
1
ψ( p) ‖f ( i) - g0
( i) ‖p ( X0) dp









‖△u1 + ⋯+ urr ( f
( i) ·) ‖P( X0) du1 ⋯durdp









ψ( p) ‖△u1 + ⋯+ urr ( f
( i) ·) ‖P( X0) dp du1 ⋯dur
≤ωr ( f
( i) , rt)ψ
≤ rrωr ( f
( i) , t)ψ = C ( r)ωr ( f
( i) t)ψ　　　　　　　 (3)
同样可以证明
‖f ( i) - g1
( i) ‖ψ( X
1










( - 1) r+ i (
r
j
) j - r △jtr ( f






( rj ) j
- rωr ( f
( i) , jt) ‖ψ





( r+ i) ‖ψ( X
1




取一个函数φ( x) ,使φ( x) = 0 , x ∈[ a , a + b - a
4
]时 ;φ( x) = 1 , x ∈[ a , a + 3
( b - a)
4
,
b ] 时 ,且还满足 | φ( i) ( x) | ≤C ( i = 0 ,1 , ⋯, r , 　x ∈[ a , b ]) ,这样的函数φ( x) 是存在的 (参
见文 [3 ]) . 由引理 1 知 , 可能 g0 ∈ L
ψ, r+ν( X0) 和 g1 ∈ L
φ, r+ν( X1) 均延拓到成 g0 , g1 ∈
L
φ, r+ν( X0) ,置
g ( x) = (1 - φ( x) ) g0 ( x) +φ( x) g1 ( x)
则对于 i = 0 ,1 , ⋯, r +ν有
g
( i) ( x) = (1 - φ( x) ) g0
( i) ( x) +φ( x) g1
( i) ( x) + ∑
i - 1
j = 0
φ( i - j) ( x) ( g1
( j) ( x) - g
( j)
0 ( x) )
故对于 i = 0 ,1 , ⋯, r +ν,由 (3) , (4) 和 (7) 可推出
　‖f ( i) - g ( i) ‖ψ( X \ X0) = ‖f
( i) - g1
( i) ‖ψ( X \ X0) ≤ C ( r , a , b) t
ν- iωr- v ( f
(ν)
, t)ψ　　 (8)
　‖f ( i) - g ( i) ‖ψ( X \ X
1
) = ‖f
( i) - g0
( i) ‖ψ( X \ X
1
) ≤ C ( r , a , b) t
ν- iωr- v ( f
(ν)
, t)ψ (9)
　‖f ( i) - g ( i) ‖ψ( X
2
) = ‖f
( i) - g0
( i) ‖ψ( X
0
) + ‖f
( i) - g1
( i) ‖ψ( X
1






( j) ‖ψ( X
2
)
　≤ C ( r , a , b) tν- iωr-ν( f
(ν)
, t)ψ + C ∑
i
j = 0
( ‖f ( j) - g ( j) ‖ψ( X0) + ‖f
( j) - g1
( j) ‖ψ( X1)
　≤ C ( r , a , b) tν- iωr-ν( f
(ν)
, t)ψ (10)
对于 i = 0 ,1 , ⋯,ν,由 (3) - (7) ,并利用引理 2 得
‖g ( r+ i) ‖ψ
( X)
≤C( r , a , b) ‖g
( r+ i)
0 ‖ψ( X0)




‖g ( j)1 - g
( j)
0 ‖ψ( X2)
≤C( r , a , b) ‖g0




( r+ i) ‖ψ
( X1
)
+ ‖g ( r+ i)1 - g
( r+ i)
0 ‖ψ( X2)
+ ‖g1 - g0 ‖ψ( X2)
≤C( r , a , b) tν- j - rωr-ν( f
(ν)
, t)ψ　　 (11)
由于 ‖·‖ψ( X) ≤‖·‖ψ( X \ X
0
) + ‖·‖ψ( X \ X
1
) + ‖·‖ψ( X
2




由 (8) - (11) 可推出
K
ν
r ( f , t)ψ ≤‖f - g ‖ν,ψ + t




另外 ,由于任意自然数 n ≥1 ,容易推出
K
ν
r ( f , nt)ψ ≤ n
r+νK
ν
r ( f , t)ψ.





r ( f , nt)ψ ≤ n




≤ nr+νC ( r , a , b) ( nt)νωr-ν( f
(ν)
, nt)ψ










推论 　设 L 是 从Lψ( X) 到 Lψ( X) 的有界线性算子 ,且 ‖L ‖ν,ψ ≤ C0 ,若对任意 g ∈
L
ψ, r+ν( X) 满足
·21·
‖g - L ( g) ‖ν,ψ ≤ C0′t
r ‖g ( r) ‖ν,ψ
则对任意 f ∈Lψ, r ( X) 有




其中 ‖L ‖ν,ψ = sup
‖f ‖ν,ψ≤1
　‖L ( f ) ‖ν,ψ , 　X = [ a , b ].
证 　因为对任意 f ∈Lψ, r ( X) 和 g ∈Lψ, r+ν( X) 有
　　　‖f - L ( f ) ‖ν,ψ ≤‖f - g ‖ν,ψ + ‖g - L ( g) ‖ν,ψ + ‖L ( g) - L ( f ) ‖ν,ψ
≤ (1 + ‖L ‖ν,ψ) ‖f - g ‖ν,ψ + C′0 t
r ‖g ( r) ‖ν,ψ
≤ C ( r , a , b) ( ‖f - g ‖ν,ψ + t
r ‖g ( r) ‖ν,ψ)
≤ C ( r , a , b) Kνr ( f , t)ψ
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Abstract : In this paper , we study the equivalence of K2function and module of smooth
ness in Lψ space , and extend the result in [2 ] .
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